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 1حل التمرين

AB لنبين أن -1 AC i k  3 4
   

 

لدٌنا  AB ; ;4 0 3


 و AC ; ;8 1 6


 إدن 

       AB AC i j k              0 6 3 1 4 6 3 8 4 1 0 8
    

 أي 

AB AC i j k   3 0 4
    

AB أي  AC i k  3 4
   

 

 استنتاج -2

ABلدٌنا  AC i k  3 4
   

 متجهة منظمٌة على المستوى  ABC 

إدن المعادلة الدٌكارتٌة للمستوى  ABC ًه x z d  3 4  وبما أن 0

 B ; ;3 0  نقطة من 0 ABC فإن d 9 d أي 0  9 ومنه المعادلة 

الدٌكارتٌة للمستوى ABC ًهx z  3 4 9 0 

لنبين أن  -3 ; ; 3 1 مركز الفلكة 0 Sوشعاعها R  5 

لدٌنا 

   

   

         

M x;y;z S : x y z x y

M x;y;z S : x x y y z

M x;y;z S : x y z

      

       

      

2 2 2

2 2 2

2 2 2 2

6 2 15 0

6 9 2 1 25

3 1 0 5

 

ومنه  S فلكة مركزها  ; ; 3 1 R وشعاعها 0  5 

 لنحدد تمثيلا برامتريا للمستقيم -4  

لدٌنا    ABC و AB AC i k  3 4
   

 متجهة منظمٌة على المستوى 

 ABC إدن AB AC i k  3 4
   

 متجهة موجهة للمستقٌم   وحٌث   

ٌمر من النقطة  ; ; 3 1  إدن التمثٌل البرامتري للمستقٌم 0  

هو   

x t

: y t IR

z t



 


 
 

3 3

1

4

 

لنبين أن  -5  يقطع الفلكة  Sفي   E ; ;6 1  و4 F ; ;0 1 4 
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 ٌكفً أن نحل النظمة التالٌة F وEلتحدٌد إحداثٌات كل من  -6

 

 

S : x y z x y

x t
t IR

y

z t

      


 



 

2 2 2 6 2 15 0

3 3

1

4

 ومنه 

     t t t

x t

y

z t

         

  



 

2 223 3 1 4 6 3 3 2 1 15 0

3 3

1

4

إدن 

t

x t

y

z t

 


 



 

225 25

3 3

1

4

إدن
t و أ

x t

y

z t

t=-1







 
 




1

3 3

1

4

 ومنه فإن  

t

x

y

z








 

1

6

1

4

 أو

t

x

y

z

 






  

1

0

1

4

 وبالتالً فإن 

  ٌقطع الفلكة  S ًف  E ; ;6 1  و4 F ; ;0 1 4. 

 2حل التمرٌن

z المعادلة  لنحل فً -1 z  2 6 10 0 

لدٌنا  i     
2

36 40 4  ومنه فإن 2
i

z i


 1

6 2

2
3 

و
i

z i


 2

6 2

2
 إدن 3 S i; i  3 3 

'z لنبين أن -2 iz i  2 4 

 مركزهRلدٌنا الصٌغة العقدٌة الأسٌة للدوران  A i3وزاوٌته 


2
 هً 

   
i

z ' i e z i


    23  بحٌث 3 R M M'مع  M zو  M' z' إدن 

z' iz i i    3 1  لأن 3
i

e cos isin i i


 
    2 0

2 2
 وبالتالً فإن 

z' iz i  2 4 

'c لنتحقق أن -3 i 5 3 

لدٌنا  R C C'و  C cو  C' c' مع c i 7 'c إدن 3 ic i  2 حسب 4

ماسبق ومنه فإن  c' i i i   7 3 2 'c أي 4 i 5 3 
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لنبين أن  -4
c ' b

i
c b






1

2
 

c' b i i i i

c b i i i i

      
    

      

5 3 3 2 2 1 1 1 2

7 3 3 4 4 2 1 2

i

2
i

1

2
 إدن 

c ' b
i

c b






1

2
 

 استنتاج -5

بما أن 
c ' b

i
c b






1

2
 فإن 

   BC;BC'

BC'

BC








 


2
2

1

2

 

أي 

   BC;BC'

BC BC'








 

2
2

2

 

iلأن ;
 

  
 
1

2
 قائم الزاوٌة 'BCC ومنه فإن المثلث

. Bفً

 3حل التمرين

 لنبين أن -1 p A 
1

2
 

إدن  (الحصول على كرة حمراء واحدة فقط ):الحدث Aلٌنا 

 
C C

p A
C

  
 

1 3

3 7

4

10

3 7 5

  2 5 3 7


1

2
 أي  p A 

1

2
 

لنبين أن  -2 p B 
41

42
 

إدن الحدث المضاد  (الحصول على كرة بٌضاء على الأقل)  Bلدٌنا الحدث 

B هو عدم الحصول على أٌة كرة بٌضاء ومنه 

 
C

p B
C

 
1

5

4

10

5

5


  

1

422 3 7
 ونعلم أن    p B p B 1 إدن 

 p B  
1

1
42

 أي  p B 
41

42
 

 لنتحقق من أن -3   X ; ; ;  0 1 2 3 

.  ٌربط كل سحبة بعدد الكرات الحمراء المسحوبةXلدٌنا المتغٌر العشوائً 

 :ومنه فإن 

 ًالمتغٌر العشوائX ٌربط كل سحبة لاتحتوي على أٌة كرة حمراء 

 0بالعدد

 ًالمتغٌر العشوائX ٌربط كل سحبة تحتوي على كرة حمراء واحدة

 1بالعدد
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  ًالمتغٌر العشوائX ٌربط كل سحبة تحتوي على كرتٌن حمراوٌتٌن

 2بالعدد

 ًالمتغٌر العشوائX ٌربط كل سحبة تحتوي على ثلات كرات حمراء 

 3بالعدد

لنبين أن -4 p X  
1

0
6

 و p X  
3

2
10

  

لدٌنا  
C

p X
C

  
4

7

4

10

0
1

6
  و  

C C
p X

C


  

2 2

3 7

4

10

2
3

10
 

 Xحدد قانون احتماللن -5

لدٌنا    p X p A  
1

1
2

 ونعلم أن 

       p X p X p X p X       0 1 2 3  إدن 1 p X  3
1

30
 

  : هو Xوبالتالً فإن قانون احتمال 

3 2 1 0 k 

1

30
 

3

10
 

1

2
 

1

6
  p X k 

 

 4حل التمرين
nn لنبين بالترجع أن -1 IN : u  1 0 

nمن أجل  0 لدٌنا u 0 1 0 لأنu 0 2 .

nنفترض أن لكل  IN لدٌنا nu 1 0 ونبرهن أن nu  1 1 0 .

nلدٌنا n n n
n

n n n

u u u u
u

u u u


   
    1

3 1 3 1 2 1
1 1

2 2 2
 وحٌث 

nu 1 0 حسب الافتراض إدنn

n

u

u

1
0

2
 ومنه فإن nu  1 1 0 

nnوبالتالً فإن  IN : u  1 0 

 لنبين أن المتتالية -2 nv هندسٌة أساسها 
1

2
 

nلدٌنا  n n
n n

n n n

u u u
v v

u u u






   
    

   

1
1

1

1 1 1 1 1

2 1 4 2 2 2 1 2
 ومنه فإن  nv 

هندسٌة أساسها 
1

2
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 اسنتاج -3

لدٌنا  nv هندسٌة أساسها 
1

2
 وحدها الأول

u
v

u


 


0

0

0

1 1

2 1 3
uلأن  0 2 

إدن 
n

nv
 

  
 

1 1

3 2
 

nلنبين أن  -4
n

n

v
u

v






1

2 1
 

لدٌنا 

   n n
n n n n n n n n

n n

u v
v v u u u v v u

u v

 
          

 

1 1
2 1 1 2 1 1

2 1 2 1

nومنه فإن 
n

n

v
u

v






1

2 1
 

 استنتاج -5

لدٌنا 
n

nv
 

  
 

1 1

3 2
n إدن 

n
lim v


  لأن 0
n

x
lim


 
 

 

1
0

2
 كون 

1
0 1

2
  

nومنه فإن 
n
lim u


1 

nلنحسب  -6
x
lim w


 

لدٌنا  n nw ln u والدالة x ln x متصلة على  fD ; 0  إدن 

 n n

n

n
n

n

w ln u

lim u
lim w


 

 






1

0 

 5حل التمرين

                       الجزء الأول  xg x xe  21 4 

لنبٌن أن -1    xx IR :g ' x x e    24 2 1  

لدٌنا   xg x xe  21  إدن 4

     x x x xg' x xe ' e xe e x     2 2 2 21 4 4 8 4 1  ومنه فإن 2

    xx IR :g ' x x e    24 2 1 

; تزاٌدٌة على g    لنبين أن -2
 

 
 

1

2
; تناقصٌة على g و

 
 
 

1

2
 

لدٌنا     xg ' x x e x x


        2 1
0 2 1 0 2 1 0

2
 لأن 

xx IR :e  2 0 ومنه فإن : 
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  إداكانx



1

2
x فإن   2 1  إدن 0 g ' x 0 وبالتالً فإنg تزاٌدٌة 

;على 
 

 
 

1

2
 

  داكانx



1

2
x فإن   2 1  إدن 0 g ' x 0 وبالتالً فإن g 

;تناقصٌة على 
 

 
 

1

2
 

g لنبين أن -3
e

 
  

 

1 2
1

2
g ونتأكد من آن 

 
 
 

1
0

2
 

gلدٌنا  e e
e

 
   

    
        

   

1
2

121 1 2
1 4 1 2 1

2 2
g إدن 

e

 
  

 

1 2
1

2
 

eبما أن  ; 2 e فإن 7 2 إدن 
e

2
1 إدن 

e


2
1 0 أيg

 
 
 

1
0

2
 

 استنتاج -4

; تزاٌدٌة على gلدٌنا 
 

 
 

1

2
; تناقصٌة على g و

 
 
 

1

2
 تقبل gإدن 

gقٌمة دنٌا
 

 
 

1

2
x عند




1

2
 ومنه فإن  g x g

 
 
 

1

2
 وحٌث g

 
 
 

1
0

2
 

إدن  x IR :g x  0 .

                      الجزء الثاني    xf x x e x   22 1 1 

 لنحسب -1 
x
lim f x


 

 

 

 

x

x

x x

x

lim x

lim e lim f x

lim x



   

 

   



    

   


2

2 1

1

 إدن  
x
lim f x


   

 لنبين أن -2 
x
lim f x


  

لدٌنا     xf x x e x   22 1  إدن 1  x xf x xe e x   2 22  وبما أن 1

 

x

n

x

x

x

lim xe

lim e

lim x

 

 

 

 





   


2

2

2 0

0

1

 فإن  
x
lim f x


  

لنبين أن  -3   x IR : f ' x g x   
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لدٌنا     xf x x e x   22 1  إدن 1

  xf ' x e 22 x xxe e 2 24 2  xxe g x   21 1  ومنه 4

فإن   x IR : f ' x g x   

 استنتاج -4

لدٌنا    x IR : f ' x g x   وحٌث  x IR :g x  0 حسب ماسبق 

إدن x IR : f ' x  0 ومنه فإن f تزاٌدٌة على IR .

 لنحسب -5
 

x

f x
lim

x
 

لدٌنا 
    x

xf x x e x x
e

x x x x

    
    

 

2

22 1 1 2 1 1
 ومنه فإن 1

 
x

x

x x

x

x
lim

x
f x

lim e lim
x

lim
x



   

 

  
  

 


    

  

  
 

2

2 1
2

1
1 1

 أي 
 

x

f x
lim

x
  

 استنتاج -6

بما أن 
 

x

f x
lim

x
  فإن المنحنى  fC للدالة f ًٌقبل فرعا شلجمٌا ف 

. اتجاه محور الأراتٌب

لنحسب  -7    
x
lim f x x


 1 

لدٌنا       x x xf x x x e xe e     2 2 21 2 1  وبما أن 2

x

x

x

x

lim xe

lim e



 

 






2

2

2 0

0
فإن 

   
x
lim f x x


    1 0 

 استنتاج -8

بما أن    
x
lim f x x


    1  فإن المستقٌم 0  : y x  1 مقارب

للمنحنى fC بجوار  .

 لنحدد زوج إحداثيتي نقطة تقاطع المستقيم -9  والمنحنى fC. 

لتكن  E x;y نقطة تقاطع  و  fC إدن E و  fE C 
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لدٌنا      xf x y x e x x        2 1
2 1 0 2 1 0

لأن 2

xe2 0،(xe 2 yومنه  (0   
1 3

1
2 2

 لأن  E  وبالتالً فإن 

E ;
 
 
 

1 3

2 2
 

لندرس الوضع النسبي للمستقيم -10  والمنحنى fC 

لدٌنا     xf x y x e   22 xx و1 IR :e  2 0 إدن إشارة   f x y ًه 

إشارة الحدانٌة  x 2 1 . 

  إداكانx 2 1 0 فإنx
1

2
 ومنه فإن   f x y 0 وبالتالً فإن 

المنحنى fC ٌوجد فوق المستقٌم . 

  إداكانx 2 1 0 فإن x
1

2
 ومنه فإن  f x y 0 وبالتالً فغن

المنحنى fC ٌوجد تحت المستقٌم . 

 لنبين أن -11 T : y x مماس ل  fC 0في. 

لدٌنا     y f ' x f  0 0  و0 f ' 0  و1 f 0 y إدن 0 x هً معادلة 

 T للمنحنى  fC ً0ف .

 للمنحنىلنبين أن -12 fCنقطة انعطاف أفصولها  
1

2
 

لدٌنا             xf ' x g x f '' x g ' x f '' x x e      24 2  ومنه فإن 1

 f '' x x x


     
1

0 2 1 0
2

 وبالتالً فإن المنحنى  fC له نقطة

انعطاف أفصولها 
1

2
 .

 إنشاء المنحنى -13 fCو  T .
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 لنبين أن -14  x e
x e dx  

1

2
2

0

2 1 1
2

 .باستعمال مكاملة بالأجزاء

 fC

  : y x  1

 T : y x
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نضع
 

 

xu ' x e

v x x

 


 

2

2 1
 إدن

 

 

xu x e

v ' x





 

21

2

2

 ومنه فإن 

   x x x e e
x e dx x e e dx

 
         

 
 

1
1 12
2 2

2 2 2

0 00

1 1 1
2 1 2 1 1

2 2 2 2 2
 وبالتالً 

فإن   x e
x e dx  

1

2
2

0

2 1 1
2

 

 لنبين أن -15   e cm    26 2  

لدٌنا  A هً مساحة حٌز المستوى المحصور بٌن المنحنى  fC 

والمستقٌم  T : y xالمماس ل  fC ًوالمستقٌمٌن 0 ف x 0و x 
1

2
  

إدن      
e

A f x x dx cm cm e cm
 

        
 



1

2
2 2 2

0

1
4 4 1 6 2

2 2
 

وبالتالً فإن    e cm    26 2 


