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D’ou e = 1 est un élément neutre de la loi *.
(@) Soient (z,y) € R* xR, (a,b) ERx R On a :

(z+yi) * (a+bi) =e < za+ (2°b+a’y)i=1
sza=1; 2?bh+ady=0

1 —a?
Sa=-—; b= 2y
x x
1 _
Sa=— b:—f
x x

Or la loi * est commutative sur C, Alors : (x +yi) x (a+bi) = e < (a+bi) * (x +yi) =
Donc le nombre complexe = + yi admet le nombre complexe comme symétrique pour la

loi *.

@ (@) Soient (a,z) € RY x R%, (b,y) € R2 (21, 29) € E tels que z; = x + yi, 2o = a + bi

Ona: z %z = (v +yi)*(a+bi) = za+ (2?b+ a’y)i € E, car za € R} et 2°b+a’*y € R.

Donc z; x z5 € E, d’ou E est stable pour la loi % dans C.
() On a E est stable pour * dans C, donc d’apreés 1)a)b)c)d), la loi * est :
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Corrigé d’exercice 1 (3.5 points) ]
(1) (@) Soient ((x,y) € R?)((a,b) € R?), On a :
(a+ bi) * (z + yi) = ax + (a®y + 2°b) i
= ra+ (I2b + azy) i
= (z + yi) * (a + bi)
Donc la loi * est commutative dans C.
(b) Soient ((z,y) € R?)((a,b) € R?) ((2,t) € R?), On a :
[(z +yi) * (a+ bi)] % (z + ti) = [za+ (z%b+ agy) i] * (2 + ti)
= zaz + [2%a’t + 2% (2°b + aQy)} i
= zaz + (2°a’t + 2*2°b + 2°a’y) i
(z + yi) * [(a+ bi) % (z + ti)] = (z + yi) * [az + (a®t + 2°D) i
=raz + ( (a2t -+ ZZb) + a2z2y) 0
=zaz + (m a’t +x 22b+a222y)i
Alors [(x 4 yi) * (a4 bi)] * (z + ti) = (z + yi) * [(a + bi) * (2 + t1)]
D’ou la loi * est associative sur C.
(e) Soient x,y,a,b € R, e = (a+bi) € Cet x #0
(z+yi)xe=z+yiszat (2’b+ad’y)i=z+y
sra=x ; 2°b+dy=y
Sa=1; b=0
Se=1
Siz=00na(0+yi)*(1+0i)=0x1+(0>x0+1%y)i=0+yi
Or la loi x est commutative sur C, Alors V(z,y) € R? : (x +yi) * e = e * (x + yi)
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(1) La loi * est associative sur F,

(77) La loi % est commutative sur E,

Y

)
)
(7i1) La loi * est admet un élément neutre e =1 € F,
1
) V(r;y) e RE X R CR* xR @ 2+ yi admet un élément symétrique : — — =i € B
r

(1v
car (z > 0)
De (i), (ii), (i77) et (iv) on constate que (F,*) est un groupe commutatif.
@ OnaG#Qcar1+0i=1€G, et GC Ecarl>0
Soient (b,y) € R?, (23,24) € G tels que 23 =1+ yi, 24 = 1 + bi
Ona:zzxzy=(1+yi)x(1+bi)=1+(b+y)ieG,carb+yecR

Donc G est un sous-groupe de (E, ).

(4) (@) On a F € My(R). Soient (z,a) € R} x R}, (y,b) € R?.

Soient A= (“ Y )erp=(%")er
0 =z 0 a
. [Ty a b\ [ xa xb+ya
onssas= (27 ) (8 V) (10 o)
Comme z,a € RY, alors xa € R, or 2b+ya € R, alors A x B € F
D’ou F est stable pour la loi x dans Ms(R).

0 22
Soient 21,2, € E tels que 2y = v +yi, 20 =a+bi, z,a € R} et y,b €R. On a :

2
@ Soit ¢ I'application de E vers F' définie par p(z + yi) = My(2?,y) = ( ool )

o(z1 % 20) = ¢ (za+ (20 + a®y)i) = My (2°a®, 2°b + a’y)

2,2
©0(21) X p(z) = My(2?,y) x My(a*,b) = < :L'Oy 9 9 > = M, (2°a®, 2°b + a*y)

Donc ¢(z1 * 29) = p(21) X p(22)
D’ot ¢ est un morphisme de (F,*) vers (F, x).
Soit M(a,b) € F et z € E, on a :

p(2) = M(a,b)

ret e ¢00
S
[

D’ou ¢ est bijective de E vers F'.
Alors ¢ est un isomorphisme de (E, *) vers (F, x).
@ Puisque ¢ est un isomorphisme de (F,*) vers (F, X) et (E,*) est un groupe commutatif.

Alors (F, x) est un groupe commutatif.
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Corrigé d’exercice 2 (3.5 points)

Soit m un nombre complexe non réel (m € C — R).
I- On considere dans C, ’équation d’inconnue z définie par :

(E): 22— (1+4)(1+m)z+2im=0

. @Ona:

A= ((1+4)(14+m))*—4x 2im

=2i (1+2m+ m?) — 8im
= 2i + 4im + 2im® — 8im
= 2i — 4im + 2im”
=2i(m — 1)
=[(1+i)(m— 1)

Puisque m ¢ R, alors m # 1, donc A # 0.

(®) Ona: VA= (1+4)(m—1), alors :

A+ +m+A+iem—1) L+ +m)—

(1+

i)(m —

1)

21 = y R2 =

2
2m(1 + 1) 2(1 + 1)

2 ’ 2
= m(1+1); =1+i

. On suppose dans cette question que m = e? avec 0 < 0 < .
@ Déterminer le module et un argument de z; + 2».

0
Puisque 0 < 0 < 7, alors 0 < 2 < m, donc :

21+ 20 = (1+4)(1+cosf +isinf)

2

_sinf

2 2 7

\/_<£+z\/—_> X2COSQ (1+COSH+Z
0 e @

0 . ([2cos?? 2isincos?
= 2v/2 cos §e”Z ( 92 + : 2)
2

0 .x 0 0
= 2v2cos 5611 (cos — +7sin 5)

2
9 im0
= 2v/2cos 5624612

0 (=
— 2\/5 cos 562(1"_%)

N D

6
Dot |z + 29| = 2\/§cos§ et arg(z;+ 22) = — +

=1

@ Montrer que si z125 € R alors z; + 29 = 21.
Ona: zizg =m(l+1)(1+1i) = 2im.
Si 2129 € R, alors m = ¢ € iR, donc 0 = g, alors m =1

Douzi+z=m(l+i)+1+i)=1+m)(1+7)=(1+14)(1+1)

2cos 2Cos &

0
2

=2

)




IT- Le plan complexe est rapporté a un repere orthonormé direct (0;u, ).
On consideére les points suivants : A le point d’affixe a = 1 + 4, B le point d’affixe b = (14 7)m, C' le

point d’affixe ¢ = 1 — 4, D I"image du point B par la rotation de centre O et d’angle g et €2 le milieu
du segment [C'D].

(I —=4)(1—m)
5 )
Puisque D I'image du point B par la rotation de centre O et d’angle g, alors

. (@) Montrer que l'affixe du point Q est w =

2p=é€'Zzp = i(l+1i)m

Zp + z¢

On a 2 le milieu du segment [C'D], alors zq = 5 donc
im(l+i)+1—i —m(l—di)+(1—i) (1—14i)(1—m)
w = = _=
2 2

@ Calculer

b—a _(I+im—(1+i) 20+)(m-1) 2(01+i)
W G T U= -m) -1

() En déduire que (0Q) L (AB) et que AB = 20

b—a ZB — ZA

On a : —2i
w ZQ0 — 20
ZB — ZA ™ ZB — RA
Donc arg =—— et =2
ZQ0 — 20 2 Z0 — R0

Dot (09) L (AB) et AB = 209

. La droite (Of2) coupe la droite (AB) au point H d’affixe h.

@ Puisque H € (AB), alors les points H, A et B sont alignés, donc arg (ZH — ZA> = km
ZB — ZA
h—a

avec k € Z, d'ou 2 eR

—a

Puisque (O2) L (AB) et H € (OQ2), alors (OH) L (AB), donc arg <ZH — ZO) = g—i-lmr
ZB — ZA

c iR

avec k € Z, d’ou h
b—a

@ En déduire h en fonction de m.

— h h h —
Puisqueb_ZERetb_aeiRalorsEl(x,y)E(R*)2telsque:b_a::vetb_Z:iy.
On a :

h—a N h a
b—a b—a b—a
. 1
R4 _——_— =
iy —
& —r 41 ! (1)
—r 4 iy = ———o0
4 m—1
. 1
& —r+y=——-7
m—1
1
& —r—iy=——7 (2)




@h:_—1<m1 T )(l—i—i)(m—l)—l—l-i-i

2 -1 m-1
—1 m— 2
<:>h=7<mi—il1>(1+i)+(1+i)
-1 /m+m-—2
h=(1 — 1
h=(14i) 2( e ) )
1/ —m—m+2+2m —2
h=(14+1)|=
N fn S
(1417) [m—m
h—
< 2 m—1
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Corrigé d’exercice 3 (3 points)

On admet que 2969 (I'année amazighe actuelle) est un nombre premier.
Soit n et m deux entiers naturels vérifiant : n® + m?® = 0[2969]

@ On suppose dans cette question que 2969 ne divise pas n.
@ Comme 2969 ne divise pas n, alors n A 2969 = 1, donc d’apres le théoreme de BEZOUT :
J(u,v) €Z% ; uxn+ovx2969 =1

= I(u,v) EZ* ; uxn—1=wvx2969 = 2969 divise u x n — 1

=JueZ ; uxn=1[2969

(b) D'aprés (1 —a) ona: u x n = 1[2969] = (u x n)® = 13[2969] = (u x n)® = 1[2969).
On a : n® + m® = 0[2969]
= (uxn)®+ (uxm)®=0[2969] = (ux m)® = —(u x n)*[2969]

= (u x m)® = —1[2969)

= (u x m)¥3™ = (—1)37[2969]

= (u x m)?%%® = —1[2969)

@ On suppose que 2969 divise u x m, alors u x m = 0[2969], alors

(u x m)3 = 0[2969).

Ce qui est absurde car (u x m)® = —1[2969]. Donc

2969 ne divise pas u X m. I

@ Comme 2969 est un nombre premier et u x m A 2969 = 1 alors, d’apres le Théoreme de
Fermat (u x m)??%9~! = 1[2969], alors

(u x m)?%8 = 1]2969].

@ (@) Si 2969 ne divise pas n, on a :
D’apres (1 —b): (u x m)?%® = —1[2969].
D’apres (1 —d): (u x m)?%® = 1[2969).
Donc 0 = —2[2969] = 2 = 0[2969] = 2969 divise 2.

Ce qui est absurde, donc
2969 divise n. I

() On a 2969 divise n, alors n = 0[2969] = n® = 0[2969].
(=) Si:n®+m? = 0[2969], alors m® = —n®[2969] = 0[2969],
alors m = 0[2969], car 2969 est un nombre premier.
(<) Si:n =0[2969] et m = 0[2969], alors n® = 0[2969] et m® = 0[2969],
alors n® +m® = 0[2969]. Finalement

n® +m® = 0[2969] < n=0[2969] et m = 0[2969]
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Corrigé d’exercice 4 (10 points)

1
PARTIE I : On considere la fonction f définie sur R par : f(z) = 4a <e‘x + -x— 1>

2
s —
et on note (C') sa courbe représentative dans un repere orthonormé (O; i, j )

@ On a:
lim f(z)= lim 4z <ex + -z — 1)

T—r—00 T—r—00

Dot [ lim f(x)——oo]

Tr—r—00

Et on a:

D’ou [hm f(x —|—ooj
r—+00

1
@ (@) Puisque les fonction = 4, v +— ™7, et x éx—l est dérivable sur R, alors la fonction
f est dérivable sur R, et on a (Vo € R)

fl(x)=4 (6_55 - %x - 1) + 4z (—e_m - %)

=4e " +2x — 4 —dxe” " + 2
=de* —4we " +4r —4
=4de (1 —2)—4(1 —x)
=4(1—x) (e —1)

Dot (f'(x) =4(1—x) (e — 1)

@ Etudier les variations de f sur R, puis donner son tableau de variations.
Ona: f(r)=0<zx=00uzxz=1.
Siz <0,alorse™—1>0et 1—2 > 0donc f'(x) >0, dou [f est croissante sur |—oo; OU
Si 0 < z < 1,alos e =1 < 0e 1 —2 > 0 donc f(z) < 0,
d’ou [f est décroissante sur [0; 1]}

Siz <0,alorse™®—1<0et1—xz < 0donc [f’(x) > 0, d’ou f est croissante sur [1; —|—ooD




T —00 0 1 +00
f(x) + 0 — 0 +
0 400
—00 4et — 2

3
@ Montrer qu’il existe un unique réel o dans l'intervalle ] 37 2{ tel que f(a) = 0.

3
2

(On prendra ez =4,5). On a :

1
f(g) = xg<€‘3+—x§_1) ~6(0,22+0,75-1) = -0,16

1
f(2):4><2(e_2+§><2—1> ~8(0,71+1—1)~ 4,30

3 3
Donc f <§> X f(2) < 0, et puisque f est strictement croissante sur l'intervalle ]5, 2 [,

Alors d’apres TVI, [Ela S } ;, 2{ tel que f(a) = OJ

@ Vérifier que : e =1 — %. On a:

f(a):0<:)4a(e_a+%oz—1):0

1
<:>e_a+§a—1:0 car a # 0

(0%
Se=1-—
N 2

. @ En appliquant le théoréeme de ROLLE & la fonction f’, montrer qu’il existe un réel g de
I'intervalle |0, 1[ tel que : f” (z9) =0
On a la fonction = — e™* — 1 est continue et dérivable sur R, alors x +— e ™ — 1 est
continue [0, 1] et dérivable sur |0, 1].
On a la fonction x — 1 — x est continue et dérivable sur R, alors z +— 1 — x est continue
0, 1] et dérivable sur |0, 1].
Donc la fonction f’ est continue [0, 1] et dérivable sur |0, 1[. (produit de deux fonctions).
Ona: f'(0)=4("—1)(1—-0)=0et f/(1)=4(e'=1)(1-1)=0
Done £(0) = f/(1)
D’ou d’apres théoreme de Rolle [(EI:UO €]0,1]) tel que : f"(xg) = OJ

@ En appliquant le théoréme des accroissements finis a la fonction f” , montrer que, pour
f"(x)

r — X

>0

tout réel = différent de z de I'intervalle [0,1], on a :
Puisque f est dérivable sur R alors :
f(x)=—4de (1 —z)—4(e* —1)
=—4de " +4re " —4de " +4
=dxe ™ — 8¢ " +4

Alors




f"(x) =4ze™ — 8" +4
=de ™™ —4dxe "+ 87"
=4e "3 —x)

Soit x € [0,1] avec < xg et = < xg
On a la fonction f” est continue sur [z, x| et dérivable sur |z, z¢]

Donc d’apres théoreme des accroissements finie Jc €]z, 2] tel que
f'(@) = ["(x0) = (x = x0) f"(c)
Puisque f”(xq) = 0, alors
f" (@) = (= 20) [ () & " (¢)

Ona: f"(c) =4e (3 —c), alors

@

r — X

r<c<zg&el<ce<l1
& —-1<—-c<0
sel<cet<l
sdet <4eC < 4
S2<3—-c<3
e8! <4e¢(3—c) <12
=0< f"(c)

["(@)

S 0< ——
Tr — 2o

D’on [(Vm €[0,1],x #£x9) ; 0< f”(x)j

r — X

(©) En déduire que I (o, f (o)) est un point d’inflexion de la courbe (C)
f"(x)
T — g
e Six > xg, alors z — xp > 0, donc f”(z) > 0.
e Six < xg, alors x — 2y < 0, donc f”(z) < 0.

Ona:0<

, alors :

Donc f”(z) change de signe au voisinage de xy.

Puisque f”(xo) = 0 alors (I (xo, f (z0)) est un point d’inflexion de la courbe (C)]

. @ Etudier les branches infinies de la courbe (C).

Ona: lim f(z)=4o00et lim /@)

T—400 T—+oo T
Donc (C) admet une branche parabolique dont direction est celle de 'axe (Oy) au voisi-
nage de +o0.

[ (x)

Ona: lim f(z)=—ocoet lim = 400

T——00 r——00 I
Donc (C) admet une branche parabolique dont direction est celle de 'axe (Oy) au voisi-
nage de —oo.

- —
@ Représenter graphiquement la courbe (C) dans le repere (O; @, j

)




(5) (@) Vérifier que : (Vo €] —o00,a]) ; f(z) <0
Ona: (Vz€]—o00,a]) © z2<a & 0<z<a ou <0
e Siz <0, alors f(x) < f(0) =0 car f est croissante sur R_, d’ou f(z) < 0.
e Si0<z<a,alors0<zx <1 ou 1<zr<a
e Si0 <z <1 alors f(0) =0 2> f(x) > f(1) car f est décroissante sur [0;1], d’ou

f(z) <0.
e Sil <z < a,alors f(1) < f(z) < f(a) = 0 car f est croissante sur [1;a], d’ou
fla) <0.
Finalement [(V:c €]l —o0,a]) ; flx) < OJ

@ 2 3
@ Montrer que : / f(z)dx = 3 (@* —3), en déduire que : 5 <a <3
0

/Oa f(z)dz /0 dre™ + 2% — dxdx
§
-

2 o @
dre @ + Za® — 222 + / 4e *dx
3 0 0

2 o
4oe™ " 3 — 2% — 46_7”]
3 0

2
= —dae™* + ga —920% — 47 + 4

« 2 «
— 4 (1——) 203 - 22—4(1——) 4
« 5 +3 o 5 +

2
:—4a+2a2—|—§a —20% —4+20+4

= §a3—2a
2
=30 (a2 —3)

Ona (Vzr €] —o00,a]) ; f(x) <0,alors (Vo €]0,a]) ; f(z) <0




@/Oaf(x)d:c < /0ade

<:>§a(a2—3)§0

sa?—3<0car0<a
sa?<3
Sa<V3

3
<:>§<oz§\/§

D’ou g<a§\/§

Calculer en fonction de «, en cm? |, 'aire du domaine plan limité par la courbe (C) et les
droites d’équations respectives : y = 0,2 =0 et x = a.

A= [ 1r@las

_ /Oa _f(@)dr (carVa € [0;0] : f(z) < 0)

2
=30 (a2 — 3)

D’ott [A = —ga (a® —3) cmzj

PARTE II : On consideére la suite numérique (u, )nen définie par :

up < aet (VneN) ; wupp = f(uy) +up

. (@) Montrer par récurrence que : (Vn € N)  u, < a
e Pourn=1,onau <a
e Supposons que u, < « et montrons que u, 1 < @. On a
u, <0< f(u,) <0 dapres [)5)a)
& Uprr < 0
S Uy <0<«

& Upy1 < &

e Finalement ((Vn eN) wu, < a]

@ En déduire que la suite (u,),en est décroissante
Ona: tyr1 —uy = f(uy), et (Ve <a): f(x) <0
Puisque (Vn € N)  w, < a, alors f(u,) <0, donc 41 — u, <0

D’ou (la suite (uy,)nen est décroissante.}

1 3
. On suppose que 0 < ug et on pose (Vo € R);g(z) =e* + 3%~

(@ Montrer que : (Vz € R) ; g(z) >0 (On prendra : In2 = 0.69)

1
On a la fonction g est dérivable sur R, donc (Vo € R), ¢'(z) = —e " + 3" On a:

1
g'(x):0<:>—e_z+§=0
Se” L
e’ =

2
Se =2

S rx=1In2
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1
Six <In2, alors —e* + 3 <0, donc ¢'(x) < 0. D’ou g est décroissante sur R_.

1
Sixz>1n2, alors —e™* + 5 > 0, donc ¢'(x) > 0. D’ou g est croissante sur R,

Alors

1 2 3
9(x) = minser(g(x)) = g(n2) = 5 + DT — S~ 05+0.34-0.75=0.09> 0

Dot [(Vx eR) ; g(z)> Oj

@ En utilisant le résultat de la question précédente, montrer que : (Vn € N) ; 0 < u,
e Pourn=0,0ona:0 <u
e Supposons que 0 < u,, et montrons que 0 < 1,41
Si u, = 0 c’est évidente, alors on suppose que u,, # 0
On a: f(un> + Up = 4ung(un)

Un+1 + Up,
—— =g(u,) >0
T, 9(un)
Unp, n
ﬂ > (0
4u,,

= Upy1 + Uy, >0 car u, >0
= Upyr1 >0 car u, >0
e Finalement [(Vn eN);0< un]

(¢) Montrer que la suite (uy), oy est convergente.

Puisque la suite (), .y est minorée par 0 et décroissante alors [elle est convergente.}

@ Calculer lim wu,

n—-+00

On pose / = lim u,, soit la fonction i définie sur R par h(x) = f(z) + x, donc h(z) =

n——+o00

dzg(x), et Upi1 = h(u,), et 0 < u, < .

On a la fonction h est continue sur R, donc elle est continue sur [0, a.

On a Vz € [0,af, g(x) > 0, donc 4zg(z) > 0, alors h(z) > 0

Puisque Vx € [0, af, h(x) = f(x) + z, et f(x) <0, alors f(z) + x < a, d’ott h(z) < a.
Alors Va € [0, af, h(z) € [0, af, donc h ([0, a]) C [0, af.

Comme la suite (u,), oy est convergente, alors h(¢) = ¢, avec £ € [0, af.
Onah(f)=ls fl)+ =0 f({)=0< (=0 ou { =a).

Puisque a ¢ [0, «f, alors £ =0

Donc| lim u, =0
n—4o0o

@ On suppose que uy < 0
(@) Montrer que : (Vn € N) 5 w1 —un < f (ug)
On a tpi1 — uy = f(uy).
Et On a : (uy), oy est décroissante, donc (Vn € N) ;  u, < ug.
Donc (VYn € N) 5 f(u,) < f(ug), car f est croissante sur | — oo, 0]

Do (Vi €N) : wns —uy < flug))

(b) Montrer que : (Vn € N) 5w, <ug+nf (up)
On a

up —up < f (uo)
uy —uy < f (uo)

Up — Up—1 S f (u0>




= (ug —up) + (ug —ur) + oo + (U — Up—1) < f(uo) + f(ug) + ... + f(uo)J
n};is

= U, —ug < nf (up)

D’ou [(Vn €EN) ; u, <wug+nf (Uo)}
@ En déduire lim wu,

n—-+o0o

Ona (VneN), et f(ug) <0, donc

nl_iffoo Un < nl_lgloo (uo +nf (uo)) = nl_lgloo nf (ug) = —o0
= lim u, < —00
n——+00
[:> lim wu, = —ooj
n—-+oo
Fin
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