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  الحیان: مادة الریاضیات        الأستاذ   2013الثانیة بكالوریا علوم ریاضیة        تصحیح الامتحان الوطني الدورة العدیة 

  :1التمرین 

ندكر أن  , ,  حلقة واحدیة تبادلیة وكاملة.  

: المعرف بما یلي  *بقانون التركیب الداخلي نزود. 1  2, ,   * 2x y x y x y    .  

لیكن -أ    ,x y  2عنصرا من  . بما أن  قانون تبادلي في  فإن ، :* 2 2 *x y x y y x y x      .  

  . قانون تبادلي في  *: إذن       

لیكن       , ,x y z  3عنصرا من.  بما أن  قانون تبادلي وتجمیعي في ،  فإن:  
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  . قانون تجمیعي في  *: إذن       

!: لنبین أن  - ب  ,   ,   * *e x e x x e x       . قانون تبادلي في  *وبما أن أن نبین أن  ، فإنھ یكفي :  

     ! ,   ,   *e x e x x      .  

xلیكن           لدینا ، :* 2 2e x x e x x e        2وe   2: ، إذنe   ھو العنصر المحاید  

  .في  *بالنسبة للقانون        

  :لدینا -جـ 

   قانون تركیب داخلي في *و. 

 *  قانون تبادلي  و تجمیعي في. 

 2  في  *ھو العنصر المحاید بالنسبة للقانون. 

  لیكنx  . لنبین أن :! ,    * * 2y x y y x    قانون تبادلي في *، وبما أنفإنھ یكفي أن نبین أن ،:  

! ,    * 2y x y  .  لیكنy  عنصرا من ،  

*:لدینا  2 2 2 4x y x y y x         4و x  ،  

: إذن  ,   ! 4 ,   * * 2x x x x x x x          . 

: وبالتالي فإن        ,* زمرة تبادلیة.  
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: المعرف بما یلي  بقانون التركیب الداخلي نزود. 2  2, ,   2 2 6x y x y xy x y        

:               ونعتبر التطبیق     
   

 

  

        

: , ,

2

f

x f x x

  

 

 


  

: ملاحظة  -أ      2, ,   2 2 6 2 2 2x y x y xy x y x y          .  

لیكن       ,x y  2عنصرا من . لدینا :                               

                          2 2 2 2 2 2 2 2f x f y x y x y xy f x y                

تشاكل من  f: إذن       , نحو  ,.  

: لنبین أن       ,   ! ,   y x f x y     .  

: ، لدینا  عنصرا من yلیكن        2 2f x y x y x y        2وx y       ومنھ نستنتج أن ،  

    f تطبیق تقابلي من  نحو  وبالتالي فإن ،f تشاكل تقابلي من , نحو  ,.  

نعتبر  - ب   , ,x y z  3عنصرا من . لدینا :  

       
     
  

   

                               

* 2

                      2 2 2 2 2 2 2

                      4 2 2

                      * 2 2 2

*

x z y z x z y z

x z y z

x y z

x y z

x y z

 
 
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  : من الأسئلة السابقة نستنتج أن . 3

  ,* زمرة تبادلیة. 

  قانون تركیب داخلي في. 

  , ,  ة و واحدیة ، إذن حلقة تبادلی : تجمیعي  و تبادلي في  ھو العنصر المحاید بالنسبة للقانون 1و في.  

ل تقابلي منتشاك fوبما أن  , نحو  , فإن ، : تجمیعي  و تبادلي في  و 1 3f   ھو العنصر المحاید

 .في بالنسبة للقانون 

  ونعلم أن :       3  , , , * *x y z x z y z x y z       و *وبما أن قانونین تبادلیین في  فإن ،:  

   في *قانون توزیعي على القانون. 
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: وبالتالي فإن  ,*, حلقة تبادلیة وواحدیة.  

لیكن  -أ. 4 ,x y  2عنصرا من بما أن ، , ,   حلقة كاملة :i ن ، فإ:  

   
   

 
     

i
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     

      

    

  

:لدینا - ب      ,*, و2حلقة تبادلیة وواحدیة عنصرھا المحاید   2       , , 2 2 2x y x y x أو y        

خالیة من قواسم الصفر، ومنھ فإن  : إذن            ,*, حلقة كاملة.  

من 4العنصر  -جـ     \ 2 لایقبل مماثلا بالنسبة للقانون  في \ 2 فلو افترضنا وجود مماثل ،y في 4ل   \ 2 ,   

:  لكان              4 3 2 4 2 2 3 2 2 1y y y         2لكون(عدد زوجي  1، ومنھ فإنy   (   

وھذا تناقض، وبالتالي فإن           ,*, لیس جسما .  

  :  2التمرین 

I . لیكنa نعتبر في . عددا عقدیا غیر منعدم  المعادلة ذات المجھولz  :  

                                                                    2 2  :   2 3 3 1 3 0E z i a z i a   
   
   

      

معادلةحساب ممیز ال. 1 E                                                       :

2
23 3 4 2 1 3i a i a
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2

21 3i a 
 
 

     

نعلم أن ممیز المعادلة. 2 E ، 
2

21 3 0i a 
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 

      ) لأن*a  (ومنھ نستنتج أن للمعادلة ، E  حلین مختلفین ھما  
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و     
2
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   

    وبالتالي فإن مجموعة حلول المعادلة E  3: ھي  ,   
i

S a e a
 

 
 
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.  

II . المستوى العقدي منسوب إلى معلم متعامد ممنظم ومباشر  ,   ,   O u v
 

   aالتي ألحاقھا على التوالي  Mو Bو Aنعتبر النقط . 

3و       
i

b ae


 وz .  لیكن,
3

r R M  
 
 

 الدوران الذي مركزهM وزاویتھ
3


: نضع  . 1
1
A r A  و  

     1
B r B   1: حیث ,

3
r R M   

 
 

  ھو الدوران العكسي للدورانrمركزه ،M وزاویتھ
3
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: لدینا . 1
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OA: ومنھ فإن      OB  و  ,      2
3

OA OB     
     


 

.  

  .متساوي الأضلاع مثلث OABوبالتالي فإن     

  :لدینا  -أ. 2

   

   
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   
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 
 
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 
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   
   
   

   
   
   
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  : لدینا  - ب  
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: ومنھ فإن   
11B M OA

z z   1: ، أي 1
OA B M
 

وبالتالي فإن . 
1 1

OA MB الأضلاع متوازي.  

M: نفترض أن . 3 A  وM B  أي :z a  وz b.  

:  أ ، لدینا .2حسب السؤال  -أ    3
1

i
z b e z b


    و 3

1

i
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
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
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 
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 
 
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1     :                                                       نستنتج أن  - أ.3من   - ب  

1
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 


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3: ولدینا     
i

BO

O A

z z b e
z z a


  


   إذن ، :O  وA  وB ومنھ فإن  .نقط غیر مستقیمیة :  

M و O  وA وB    نقط متداورة  M و
1
A و

1
B نقط مستقیمیة  

  : 3التمرین 

: والتي تحقق الخاصیة  1الأكبر قطعا من nعن الأعداد الصحیحة الطبیعیة الھدف من التمرین ھو البحث :  3 2   0 n nR n 
  .     

 : نفترض أن . 1 * \ 1n  و :  3 2   0 n nR n 
    ولیكنp للعدد أصغر قاسم أولي موجبn.  

nبحیث  q، إذن  یوجد على الأقل  nیقسم  p -أ    pq 3:، ولدینا 2   0 n n n 
    على الأقل یوجد:  ، إذن  

       k    3: بحیث 2n n kn kpq tp     وt kq  . 3: ومنھ فإن 2   0 n n p 
 

 .  

2p: نفترض أن         . 3: إذن 2   0 2n n  
  

   3: ومنھ فإن   0 2n  
  

.   

2 1  3  : ولدینا        3   1 2n   
      

    2 0  1: إذن 
  

  2:  وھذا تناقض ، إذنp .  

3pنفترض أن         . 3: إذن 2   0 3n n  
  

   2: ومنھ فإن   0 3n  
  

.  

: ولدینا        
n

   2  1 3 2   1  3 2   1 3n n     
          

        . 0:  إذن  1 3  
  

   ، وھذا تناقض  

3p:  إذن        .  

5p: أولي ، فإن  pوبما أن        .  

5pلكون (عددان أولیان مختلفان  2و  p - ب   ( 2: ، إذن 1p    وبالمثلp  5لكون (عددان أولیان مختلفان  3وp  ( ،  

3:ذن إ        1p   وبما أنp  عدد أولي ، فإنھ حسب مبرھنة فیرما الصغرى ، لدینا :  

      
12   1 p p  

 
     و  

13   1 p p  
 

.  

: نضع  -جـ   1d n p   .إذن  : *d    و/d n   و / 1d p  . 1: نفترض أنd .  

1dو  nقاسم أولي للعدد  dأولیا  ، فإن  dإذا كان         p  ا لا یمكن لأنذوھ p  للعددأصغر قاسم أوليn.  

q/نا ھو عدد أولي ولدی dللعدد qغیر أولي ، فإن أصغر قاسم فعلي dإذا كان         d و/d n     إذن ،/q n  و  

      1q d p p     ومنھ فإن ، :q  قاسم أولي للعددn  وq p یمكن لأن  وھذا لاp  للعددأصغر قاسم أوليn.  

1d: وعلیھ فإن           . أي : 1 1n p   .  

:  حسب مبرھنة بوزو ، لدینا           2, ,   1 1u v un v p     . نضع :a u  وb v .  
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:     إذن          2,a b   و 1 1an b p  .  

1pعلى  aباقي وخارج القسمة الأقلیدیة للعدد  qو  rلیكن  -د     : 1a q p r    0حیث 1r p   وq.  

0rنفترض أن          . إذن :  

                                                  

 
 

   
  

 

          

0 1

       1

       1 1 1

       1 1

       1 /1

       1 1

2

r a q p

an q p n

b p q p n

p qn b

p

p

p

   

  

    

   

 

  

 

  

5pبما أن و         0فإنr  . 1: إذن 1r p  .  

                                        

   
   

  
                                

1 1

                      1 1 1

                      1 1

1 1

a q p r an qn p rn

b p qn p rn

p b qn rn

K p rn

      

     

    

   

  

K: حیث       b qn   .  نفترض أن :K  .إذن  :  

                                           

   
 

 

            

0

         1 1 1 1

         1 1

         1 1

         0 1
         1

1 

K b qn

b p qn p

an qn p

n a q p

nr
nr
n r

 
 
 

  

     

   

   

  
 
  

  

لأن       2,n r  . 1وھدا تناقض مع كونn  . ومنھ فإن :*K   و 1 1nr K p  .  
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1nبحیث  nح طبیعي نفترض أنھ یوجد عدد صحی. 2   و یحقق العلاقة :  3 2   0 n nR n 
  .  

pذ أولیا  فنأخ nإما أن یكون( .nأصغر قاسم أولي موجب للعدد pنعتبر      nوإما یكونn  غیر أولي فنأخذp أصغر قاسم فعلي  

  ).nوھو عدد أولي قاسم ل nللعدد    

: ، لدینا  -ب. 1حسب السؤال     
12   1 p p  

 
       و

13   1 p p  
 

 . إذن :  

                                                     

11

1 1

1 1

1 1
                           

  

2   1 2   1 

3   1 3   1 

2   2 

3   3 

K pp

p K p

K p

K p

p p

p p

p

p

 
 
  
 

 
 
  
 

 
 
  
 

 
 
  
 


             
 

  
        


  
    



 
   



 

 

 





 

 





                         

                            

2   2 

3   3 

3 2   1 

rn

rn

rn rn

p

p

p

  
    


 
   

 
  









   

  : ولدینا      

                                                          

                                             

  

                                 

3 2   0 3   2  

3   2  

3 2   0 

n n n n

rn rn

rn rn

p p

p

p

   
      

 
  

 
  







  



 

  

1:  ومنھ نستنتج أن      0  p 
  

 . إذن :p  1ومنھ  1یقسمp  .ا تناقضذوھ .  

ق العلاقة یحق 1أكبر قطعا من nوبالتالي فإنھ لایوجد عدد صحیح طبیعي     :  3 2   0 n nR n 
  .  
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  :مسألة 

,1المعرفة على المجال hنعتبر الدالة العددیة 
  
  بما یلي                       :

 

 

1  ,  1
ln

 1 1

xh x x
x x

h








 


  

  :الجزء الأول 

: لدینا  -أ. 1   1 1

1 1lim lim 1 1
ln

1
x x

h x h
x x
x

  
  



: لأن  
1

lnlim 1
1x

x
x




  .1متصلة على الیمین في h:إذن .

0xلكل  - ب     نضع ، :  ln 1x x x    .  

0xلیكن          لدینا ، :    1 1ln 1 1 xx x x
x x


        و 11 0 0xx x

x
      

,1تناقصیة قطعا على  :  إذن         
  
   ومنھ فإن  :   

         1 1 ln 1 0 ln 1x x x x x x             . إدن :,   1 ln 1x x x   .  

1xلیكن          لدینا ،  :  

                                              

 

 
    

 

 
  

 
 

 

2

2

2

1
ln

1 ln 1 ln

ln

ln 1 1 ln

ln

ln 1 0
ln

xh x
x x

x x x x x x
h x

x x

x x x x
h x

x x

x xh x
x x

 
 
 
 





  



  


  

  

,1تناقصیة قطعا على المجال  hومنھ نستنتج أن       
  
.  

: لدینا  -أ. 2  1 1lim lim 0
ln lnx x

h x
x x x 

  .  

  : hة جدول تغیرات الدال       
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x- ب   x  1وx x  دالتان حدودیتان فھما متصلتان على1وخصوصا على المجال, 
  
 ولدیناlnx x  دالة  

*متصلة على       
  1وخصوصا على, 

  
 . إذن :lnx x x  1متصلة على, 

  
)وبما أن ) جداء دالتین متصلتین :  

      1, ,   ln 0x x x 
  

     فإن ،h 1متصلة على, 
  
 ) خارج دالتین متصلتین(   

,1متصلة على المجال  h:إذن .  1متصلة على الیمین في hولدینا         
  
.  

,1تناقصیة قطعا على المجال  hولدینا          
  
  . إذن  :   1, lim , 1 0,1

x
h h x h


      
           

   ،  

: ومنھ نستنتج أن          1, ,  0 1x h x 
  

    .  

  : الجزء الثاني 

,1المعرفة على المجال gنعتبر الدالة العددیة 
  
  بما یلي                      :

 

 

2 1     ,   1
 ln

 1 ln2

x

x
g x dt x

t t

g









 




  

ولیكن  C المنحنى الممثل للدالةg  في معل متعامد ممنظم,  , O i j
 
 
 
 

 

.  

1xلیكن  -أ. 1  . لدینا                 :  
  22 2

2
ln1 ln ln ln ln ln ln

ln ln

xx x

x x x

t
dt dt t x x

t t t
 
 
 



       

                                                                 
2 2 ln1 ln2 ln ln ln ln ln 2

ln ln

x

x

x
dt x x

t t x

 
 
 
 
 

     

1xلیكن  - - ب   . لدینا :  

             
2 2 2 21 1 1 1 1ln2

 ln  lnln ln ln

x x x x

x x x x

tg x dt dt dt dt
t t t tt t t t t t

          
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1xلیكن  -جـ     ، ع نضu t  إذن ، : t x u x    2وt x u x   و
1 1

22
du dt dt

ut
   

2dt: ومنھ نجد         udu .إذن  :  

      
   

2

2

1 1 1 1ln2  2    
lnln lnln

x x x x

x x x x

t u u tg x dt u du du dt
ut t tu u 

 
 

            

1xلیكن  -أ .2  ن ولیكx t x   . لدینا : 
 

 1ln2   
ln

x x

x x

tg x dt h t dt
t
   .  

,1تناقصیة قطعا على  hبما أن        
  
 فإن ،  :  

                                     

     
     

         

 

                       

                 

ln2

x x x

x x x

x t x h x h t h x

h x dt h t dt h x dt

x x h x g x x x h x

    

  

     

    

1xلیكن  - ب     1، لدینا 0x   . إذن :  

                                

         
         

 
   

 

                               

                               

ln2

ln2

1 1 1
1

11 1

x x h x g x x x h x

x x h x x x h xg x

x x x
g x gx xh x h x
xx x

    

 
  

  


  
 

  

: ولدینا           1

1 1lim 1
2 21x

x h x h
x

 


و     1

1 1lim 1
2 21x

x h x h
x

 


 .  

:   إذن           
1 1

1lim lim
21 1x x

x xh x h x
x x  

 
 

  :    لنھایات ، لدینا وحسب قوانین الترتیب وا 

                
   

1

1 1lim
1 2x

g x g

x





: ولدینا  1قابلة للاشتقاق على الیمین في  gومنھ فإن   11

2d
g  .  

  :  لدینا  -جـ   

                1 11,   ln2 1,   ln2 1 1
ln
xx g x x x h x x g x

xx

  
  
  
  

            

: وبما أن         
1 1lim ln2 1 1

lnx
x

xx

  
  
  
  

     فإن ، : lim
x

g x


.  
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                                 : ولدینا                  1,   ln2x x x h x g x x x h x        

:                  إذن         
 

 

2
ln2 1 1 1 ln2 1 21,   1 1 1

ln ln

g x
x

x x x xx xx x

    
    
    
    

          

: وبما ان         
ln2 1 1 1lim 1 1 0

lnx x xx x

  
  
  
  

    و
 

2
ln2 1 2lim 1 0

lnx x x x

 
 
 
 

    

: فإنھ حسب قواعد الترتیب والنھایات ، لدینا         
 

lim 0
x

g x
x

.  

t -أ. 3 t 0دالة متصلة على المجال, 
  

  0وخصوصا على, 
  

  وlnt t 0دالة متصلة على المجال, 
  

 .  

lnt:  إذن          t t 0متصلة على المجال, 
  

  )ولدینا ) جداء دالتین متصلتین :,   0, ln 0t t t 
  

   .  

:  إذن         
1
ln

t
t t

 0ة على المجالمتصل, 
  

  فھي تقبل دالة أصلیة 0على المجال, 
  

 .  

1xلكل            لدینا ، :     
22

21  
ln

xx

x x
g x dt t x x

t t
     

     
   .  

       1تقاق على المجالدالة قابلة للاش, 
  
 2و:u x x دالة قابلة للاشتقاق على )وخصوصا على المجال ) دالة حدودیة  

      1, 
  
  و 1, 1,u    

      
   لأن : 2  , 1 1 1x x x u x        

2x: إذن          x  
 
 

 1قابلة للاشتقاق على, 
  
)ومنھ فإن ) . مركب دالتین قابلتین للاشتقاقg1قابلة للاشتقاق على, 

  
  

1xلیكن            لدینا ، :                                                  2 22g x x x x x x   
         

    
         

 
   

2 2

1 1 1 1 1 1 1 12
2 2ln ln ln lnlnln

x xg x x h x
x x x x x x xx xx x 

 
 

         

1xلیكن  - ب      لدینا ،:    1
2

g x h x  ونعلم أن : 1, ,  0 1t h t 
  

     .  

        :                        إذن                   
1 1 10 1 0 0
2 2 2

h x h x g x         

: ومنھ فإن           11, 0
2

x g x     

  : gجدول تغیرات الدالة          
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إنشاء المنحنى -جـ    C :   
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  :الجزء الثالث 

I .1 . 1لكلx   نضع ،    1K x g x x  .  

,1دالة متصلة على المجال  gلدینا        
  
  1وx x   دالة متصلة على ) 1وخصوصا على ) دالة حدودیة, 

  
 .  

,1متصلة على المجال  K:  نإذ       
  
.  

: ولدینا           11, ,  1 1 0
2

x K x g x 
  

         .إذن :K 1تناقصیة قطعا على المجال, 
  
.  

,1من تقابل  Kومنھ فإن        
  
 نحو المجال :   1, lim , 1 ,ln2

x
K K x K


      
           

     لأن ،:  

         
 

lim lim 1 lim 1 1
x x x

g x
K x g x x x

x  

 
 
 
 
 

        لأن :
 

lim 0
x

g x
x

.  

و          1 1 1 1 ln2K g   .  

,1تقابل من  Kبما أن. 2   
  
  نحو,ln2 

  
   0و ,ln2 

  
  فإنھ یوجد عدد حقیقي وحید ،  1من, 

  
 بحیث  

       0K   .ولدینا  :     0 1 0 1K g g            .  

    : إذن            1, , 1! g   
  

   .  

II .نعتبر المتتالیة العددیة  0n n
u


:                 المعرفة بما یلي  

 
0

1

 1

 1   ,   0nn

u

u g u n











 

  
  

0nمن أجل  -أ. 1   لدینا ، :
0

1 u  .  

1نفترض أن . nلیكن         nu    ونبین أن
1

1
n
u 


  . لدینا :g 1تزایدیة قطعا على المجال, 

  
 .إذن  :  

                                                   

     

     

1

1

                    

                    

                    

1 1

1 1 1 1

1 ln2

1

n n

n

n

n

u g g u g

g g u g

u

u

 










    

     

   

  

  

,   : فإن وبالتالي      1 nn u    .  

: ، لدینا nلیكن - ب      1
1n n n nn

u u g u u K u

     ونعلم أنK 1تناقصیة قطعا على المجال, 

  
  
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 :  إذن             1
1 0 0n n n nn
u K u K K u u u 


        .  

فإن ومنھ          0n n
u


  .تزایدیة  متتالیة 

 بما أن -جـ     0n n
u


,    (  بالعدد مكبورة و  تزایدیة  متتالیة  nn u    (نھایتھالنحدد . ، فإنھا متقاربة :  

: نضع              1H x g x K x x     1لكلx  . لدینا : 1
,   nn

n u H u


  .  

 H  1دالة متصلة على المجال, 
  

xو  Kمجموع دالتین متصلتین( x (. 

 1, 1,H      
        

 :   

                                            

     

   

 
 

 

                                     

                                     

                                     

, 1 1

1 ln2 1 1

1 ln2

1

K

x x g g x g

g x g

x x

H x

 







      

     

    

  



 

 
0

1,u  
  

 .إذن  :  , 1,nn u  
  

  . 

   0n n
u


 .نھایتھا lمتتالیة متقاربة لتكن  

: مصادیق التقارب، لدینا حسب          H l l  1و,l  
  

. فإن منھ و :         

             0H l l K l l l K l l           

ھو الحل الوحید للمعادلة   لأن(           0K x  1 على المجال, 
  
(  1ولدینا,  

  
.  

lim: فإن وبالتالي         nn
u 


.  

,1دالة متصلة على المجال H -أ. 2 
  

,1وقابلة للاشتقاق على المجال   
  

xو  Kمجموع دالتین ( x ین للاشتقاق على المجالقابلت  

       1, 
  

: ولدینا  )      11, ,  
2

x H x g x g x 
  

        

:   تذكیر(             1H x x K x g x   (  

: ایدات المنتھیة، لدینا متفاوتة التزحسب               
2 1, 1, ,       

2
x y H x H y x y 

  
    .  

nu,1: ، لدینا  nلیكن           
  

  1و,  
  

  ،إذن  :     1   
2n nH u H u     

: فإن وعلیھ         
1

1   
2 nn
uu  


   . فإن وبالتالي :

1
  

1,    
2 nn

n uu  


    .  
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: نبین بالترجع أن  - ب  

n

0
  

1,    
2nn uu  

 
 
 

      

  0أجل منn   لدینا ،

0

0 0
1   
2

uu  
 
 
 

   متفاوتة بدیھیة. 

  لیكنn نفترض أن ،

n

0
1   
2n uu  

 
 
 

    ونبین أن :

n+1

1 0
1   
2n

uu  


 
 
 

   

: لدینا 

n n+1

0 0
  

1 1 1      
2 2 2n nu uu u   

   
   

   
       

: ولدینا 
1

1   
2 nn
uu  


    

:  إذن

n+1

1 0
1   
2n

uu  


 
 
 

    

 خلاصة: 

n

0
  

1,    
2nn uu  

 
 
 

    . 

: نعلم أن   -جـ

n

0
  

1,    
2nn uu  

 
 
 

      ، ولدینا :
11 1
2

    ،إذن  :

n
1lim =0 
2n

 
 
 

  

: فإن ومنھ 

n

0
1lim  0
2n

u 


 
 
 

  . لدینا مصادیق التقارب، حسب:  

   0n n
u


lim :متتالیة متقاربة نھایتھا   nn

u 


  

  

  

> f:=x->int(1/(sqrt(t)*ln(t)),t=x..x^2);         

> f(x);   

> with(plots):  Warning, the name changecoords has been redefined 
 

> plot(f(x),x=0..6,y=0..3); 

With Maple 7 
 

  

 := f x d







x

x
2

1

t ( )ln t
t

d







x

x
2

1

t ( )ln t
t

حل الموضوعانتھى   


