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لنبین بالترجع أن-1  2kk A I  .

0kمن أجل   2.0لدینا 0A A I 
2kA، نفترض أن kلیكن  I  لنبین أن ، 2 1kA I  . لدینا:

 2 1 2 2 2 2

2

. . ( . )k k kA A A I A A I par H R
A I

   

 

2Aبما أن -2 I أي.A A I فإنA تقبل مقلوبا ھوAنفسھا.
aلثانيالجزء ا

      , , *x y I a x y x a y a a       
:Iقانون تركیب داخلي في* لنبین أن . أ)1

xأن ، بما Iعنصرین من yو xلیكن  a وy a 0فإنx a  0وy a  ومنھ  x a y a a a   
x*أي  y I وبما أن
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.Iقانون تركیب داخلي في* فإن 

:،  لدینا Iعنصرین من yو xلیكن :  تبادلي و تجمیعي * لنبین أن . ب
 (لأن الضرب تبادلي في(     *x y x a y a a y a x a a       

*y x       =
.تبادلي* إذن 

: ،  لدینا Iثلاث عناصر من zوyو xلیكن 
)    لأن الضرب تجمعي في(

                * * *x y z x y a z a a x a y a z a a x a y a z a a                      
      * * *x a y z a a x y z      

.تجمیعي* إذن 
لنبین أن -ج ,*Iیقبل عنصرا محایدا.

:، لدیناIعنصرا منeلیكن 
  *x I x e x   eفي*ھو العنصر المحاید بالنسبة لI
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1aوبما أن a 1فإنa I 1وبالتاليa في* ھو العنصر المحاید لI.
لنبین أن-ج ,*Iزمرة تبادلیة.

1aھوIتبادلي و تجمیعي ویقبل عنصرا محایدا في* بما أن  بقي أن نبین أن كل عنصر منIیقبل مماثلا
.Iعنصرین منyوxلیكن .  Iفي * بالنسبة ل

* 1x y a  yمماثلھوxبالنسبة ل*
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1أنوبما  0
x a



xلأن a 1فإن a I

x a
 


1وبالتالي a
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.Iفي* بالنسبة لxھو مماثل

: خلاصة ,*Iزمرة تبادلیة.
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تشاكل تقابلي منلنبین أن-أ ,*Iنحو * , 
: ،  لدینا Iن من عنصریyو xلیكن

        1 1 1*x y x y
x a y a x a y a

      
   

تشاكل منإذن ,*Iنحو * , .
*نحوIتقابل منلنبین أن

 لیكن ،*y وx Iلدینا:
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x a
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1فإن0yوبما أن 0a
y
 وبالتالي فلكل*y المعادلة x y تقبل حلا وحیدا فيI1ھو a

y


*نحوIتقابل منإذن
.

تشاكل تقابلي منبما أن،0aإذا كان-ب ,*Iنحو * , فإن :      3 33 3x a a x a a      x I 
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2aوبماأن I فإن المعادلة المقترحة تقبل حلا وحیدا فيI2ھوa.

0aإذا كان  3فإن 0a a وبالتالي فالمعادلة لاتقبل أي حل فيI لأنھ   3 *x I x   
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التمرین الثاني
111...1N  )2010 1مرة(

2009، لدینا 11ى یقبل القسمة علNلنبین أن )1 2008 1 010 10 ... 10 10N     
وبما أن  10 1 11 فإن

         
 

 

2009 2008 1 0N -1 1 ... 1 1 11

1 1 1 1 ... 1 1 11

0 11

       

       


).في المجموع -1یتردد بقدر العدد1زوجي فالعدد 2010بما أن ( 

. أولي2011أن لنتحقق-أ)2
2011لدینا  44,.. 2,3,5,7,11,13,17,19,23,29,31,37,41,43ھي 2011إذن الأعداد الأولیة الأصغر من أو تساوي.

.لا یقبل القسمة على أي من ھذه الأعداد فإنھ أولي2011وبما أن 
201010لنتحقق أن  1 9N .

:لدینا
  2010 2009 2008 1 010 1 10 1 10 10 ...10 10

9N

     


2010أولي و2011،  لدینا 9Nیقسم 2011لنبین أن -ب 2011 1  )ومنھ حسب مبرھنة فیرما) عددین طبیعیین متتابعین:

 2011 110 1 2011  أي 201010 1 0 2011 201010وبما أنھ حسب السؤال السابق 1 9N فإن 9 0 2011N 
/2011أي  9N.

/2011بما أن -ج 9N 2011و 9 1  )ن لأ 1 2011 503 4 1     ( 2011فإنھ حسب مبرھنة كوص/ N.

/22121لنبین أن -3 N 2121، بما أن 11 2011 2011و/ N 11و/ N2011و 11 1  ) لأن 5 2011 914 11 1     (
/22121فإن  N.

لثالتمرین الثا

الجزء الأول
*m نعتبر المعادلة :     2 2: 1 4 2 1 4 0mE z i m z im i m         
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'وبالتالي المثلث  ''AM Mمتساوي الساقین وقائم الزاویة فيA.
zنضع -ب x iy  حیث  2,x y 
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Aوو'Mو''Mمتداورة
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وبالتالي مجموعة النقط  M z x iy بحیثAوو'Mو''M 1متداورة ھي المستقیم ذو المعادلةx .
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التمرین الرابع
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: لدینا -1
  

 

* ln1

ln

x n x n xx e x e e

x n x
n f x

     

 

 



: لدینا -2
   

0 0

0 1lim lim 0
0 lnx x

f x f
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و 0قابلة للاشتقاق على الیمین عند fإذن  ' 0 0df 

3- 
1 1

lim lim
lnx x

xf x
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1 1

lim lim
lnx x

xf x
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   ) لأن
1

lim ln 0
x
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1
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x
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إذن  C 1یقبل المستقیم ذو المعادلةx 1كمقارب عمودي بجوار.

و   1lim lim lnx x
f x x

x
 

   ) لأنlnlim 0
x

x
x
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  1lim lim 0
lnx x

f x
x x 
  ) لأنlim ln

x
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إذن  Cیقبل فرعا شلجمیا في اتجاه محور الأفاصیل بجوار.

قابلة للاشتقاق على كل من المجالین fلدینا -4 0,1 و 1, )ولدینا) خارج دالتین قابلتین للاشتقاق

      
 

'
2

ln 10,1 1,
ln
xx f x
x


     وبالتالي فإشارة 'f x ھي نفس إشارةln 1x 

قطعا على كل من المجالین تناقصیة fإذن  0,1 و 1,e و تزایدیة قطعا على المجال ,e 
fجدول تغیرات 

0 1 e +x
+0-- 'f x

00
+e

 f x

لدینا -5      
   

'
2 2

ln 1 1 10,1 1,
lnln ln

xx f x
xx x


      

على كل من المجالینش.قf'لدینا الدالة  0,1 و 1, ) لأن الدالةlnش ولا تنعدم على كل من المجالین.ق 0,1 و 1, (

ولدینا            
     

''
2 4 3

12 ln1 2 ln0,1 1,
ln ln ln

x xxx f x
x x x x x
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تقعرجدول  C

0 1 2e +x
-0+- ''f x

Pt d’inflexion
 C

من خلال الجدول أعلاه نستنتج أن  C یقبل نقطة انعطاف عند النقطة ذات الاحداثیات
2

2 ,
2
ee
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انشاء -6 C : ھ للقارئ الكریمماتمإمسألة سھل جدا ، اترك
f (x )=x /ln (x )

-8 -6 -4 -2 2 4 6 8

-5

5

x

y

3nلیكن -7  لنبین أن المعادلة ، Eتقبل على مجموعة تعریفھا بالضبط حلینna وnb 1بحیث n na e b  .

بما أن     0,1 0x f x   3وn  فإن المعادلة لاتقبل أي حل في المجال 0,1 على المجال ، 1,eالدالة متصلة وتناقصیة

قطعا إذن فإنھا تقابل من المجال  1,e نحو المجال    1, ,f e e  وبما أن ,n e  فإنھ    ! 1, /n na e f a n  

على المجال  ,e  الدالة متصلة وتزایدیة قطعا إذن فإنھا تقابل من المجال ,e  نحو المجال    , ,f e e   وبما أن

 ,n e  فإنھ    ! , /n nb e f b n    ولدینا f e e n  إذن المعادلة ، E تقبل على مجموعة تعریفھا بالضبط حلین

na وnb 1بحیث n na e b  .
زء الثانيالج

لنبین أن -1 3 nn b n  

3nلیكن   لدینا ،  ln 1
ln ln
n n

n n n n n
n n

b bb n b f b b b
b b

 
       

 

nbوبما أن  e فإنln 1 0
ln
n

n
n

bb
b

 
 

 
0nbومنھ  n  أيnb n.

بما أنھ  3 nn b n   وlim
n
n


  فإنlim nn

b


 .

لنبین أن -أ)2  3n n
a


تناقصیة

3nلیكن   لدینا ، nf a n و 1 1nf a n   1وبما أنn n  فإن   1n nf a f a  وبماna 1وna عنصرین

من  1,e  وfتناقصیة قطعا على 1,e1ن فإn na a  وبالتالي المتتالیة  3n n
a


.تناقصیة قطعا

بما أن   3n n
a


.فإنھا متقاربة1تناقصیة ومصغورة ب 
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لنبین أن -ب   13 ln n
en a

n n
   

3nلیكن   لدینا ،  ln
ln
n n

n n
n

a af a n n a
a n

     1وبما أن na e  فإن 1 ln n
ea

n n
 .

بما أن    13 ln n
en a

n n
    1وlim lim 0

n n

e
n n 
  فإنlim ln 0nn

a


 وبما أن الدالةexp فإن0متصلة عند

   lim exp ln exp 0nn
a


 أيlim 1nn

a


.

لنبین أن -ج lim 1n
nn
a




لدینا        lnlim lim lim exp exp 1nn n a
n nn n n
a e a e

  
    ) لانln n nn a aوlim 1nn

a


 والدالةexp 1متصلة عند(

التمرین الخامس
     2 2

0
0,

xx tx F x e e dt     
لنبین أن -أ)1    2

0 0 xx F x xe   

بماأن      2 20 0, 0x t x x t       والدالةexp تزایدیة قطعا على فإن     2 2

0 0, 1x tx t x e e      

إذن   2 2

0 0 0

0 1
x x x

x tx e dt e dt dt       أي  2 2

0

0
x

x tx x e e dt x     وبما أن  2

0 0xx e  فإن

    2

0 0 xx F x xe   

لنبین أن -ب  2

1 x xx e e   

بما أنھ  21x x x      والدالةexp تزایدیة قطعا على فإن  2

1 x xx e e   

ما أنھ ب  2

1 x xx e e    و 1 0x x   فإنھ  2

1 0 x xx xe xe     وبما أنlim 0x

x
xe


 فإن

2

lim 0x

x
xe




وبما أن     2

0 0 xx F x xe    فإن lim 0
x
F x


.

: بما أن الدالة ) 2
2tt e متصلة على وعلى الخصوص على 0, فإن الدالة

2

0

:
x

tx e dt   قابلة للاشتقاق على 0,

قابلة للاشتقاق على Fوبالتالي  0,كجداء دالتین قابلتین للاشتقاق على 0,)   
2xF x e x . ولدینا

                
2 2 2 2 2 2 2' '' ' 20 2 2x x x x x x xx F x e x e x e x xe x e e e xF x                  

3(

 
 tan , 0,

20,
2

0 ,
2

F x si x
x G x

si x






                  

متصلة على الیسار في Gلنبین أن -أ
2
.

لدینا  
2

lim tan
x

x
 
  
 

  وبما أن lim 0
x
F x


 فإن 

2

lim 0
2x

G x G





  
 

    
 

متصلة على الیسار في Gوبالتالي 
2
.

لنبین أن -ب    '0, / 0c F c   

,0في المجالGمن أجل ذلك نطبق مبرھنة رول  على
2
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,0علىمتصلةGلدینا
2
 

  
,0متصلة على tanالدالة لأن( 

2
 

  
و tan 0, 0,

2
        

متصلة على Fوالدالة  0,(

متصلة على الیسار في Gولدینا 
2
إذنG0متصلة على,

2
 

  
,0ش على.قG، ولدینا

2
 

  
علىش.قtanلإن الدالة( 

0,
2
 

  
و tan 0, 0,

2
        

ش على.قFوالدالة  0,(و 0 0
2

G G    
 

إذن حسب مبرھنة رول '
1 10, / 0

2
c G c        

وبما أن    ' '
2

1tan .
1

G x F x
x




فإن  '
1tan 0F c وبالتالي    '0, / 0c F c    1یكفي أن نأخدtanc c.

بما أن       2' 20 2xx F x e xF x    فإن     2 2' 2 10 2
2

c cF c e cF c F c e
c

     .

4-      
2

'0,
2

xex H x F x
x

   

طعا على تناقصیة قHلنبین أن -أ 0,

بما أن       2' 20 2xx F x e xF x    فإن       2 2 21 10
2 2

x x xx H x e e F x e x
x x

      

لدینا الدالة 
21

2
xx e

x
 تناقصیة قطعا على 0,قطعا على وموجبتین قطعاكجداء دالتین تناقصیتین 0, والدالة

تناقصیة قطعا على  0, ) لان      
2'0, 0xx x e       وبالتالي الدالةH تناقصیة قطعا على 0,

كمجموع  دالتین تناقصیتین قطعا على (  0,.(

نلاحظ أن -ب   ' 0 0F c H c   وبما أنH تناقصیة قطعا على 0, فإن المعادلة  0H x  تقبل حلا وحیدا
على المجال 0,العددوبالتالي فcإشارة .وحید 'F x ھي نفس إشارة H x وبما أنH تناقصیة قطعا على 0,

و   0H c  فإن    0, 0x c H x    و    , 0x c H x   وبالتالي نستنتج الجدول التالي:
Fجدول تغیرات

c0x
-0+ 'F x

 F c
00 F x

وشكرامرحبا بأي ملاحظة أو اقتراح

محمد العباسي.ذ

elmed2006@yahoo.fr
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